


ثانية بكالوريا علوم فيزيائية 





تانوية اللیمون - بركان الأعداد العقدية - الجزء الاول- 
1- المجموعة © الجزء الثاني في الصفحة : 13 
|/مبرهنة 


توجد مجموعة C‏ تتضمن R‏ و تحقق: 
(i‏ يحتوي C‏ على عنصر غير حقيقي 1 و يحقق 1-- 
JS (ii‏ عنصر من C‏ يكتب بكيفية و حيدة على الشكل: atib‏ بحيث (a;b)e R?‏ 
i7 = -1} (iii‏ و C={z=a +ib/(a;b)eR?‏ 


2 
1 






































NcZclDcQcRcE * ملاحظة:‎ 

ب/ تساوي عددين عقديين 

b=b's a=a'&a+ib =a'+ib' (a';b') e R” و‎ (a;b)ER? خاصية لیکن‎ 
برھان‎ 


a=a'*‏ و 'ط- ط ے 'راز +'م = a +ib‏ استلزام صحیح 
* نعتبر a+ib=a'+ib'‏ ومنه i(b-b')=a'-a‏ 


a'a 


لنفترض أن 'ط ع م ومن Perv‏ 


e R فان‎ (a';b')e ? o (a;b)e 2 وحيث أن‎ 





a-a 


b-b' 
و بالتالي 8ء7 وهذا غير صحيح لان 7 عدد غير حقيقي‎ 
ده آخت مدن‎ a= .وبالتالي0‎ 2-27" dsa اذن افتراطنا خاطی‎ 
خ/ اصطلاحات و تعاريف‎ 
(a;b)e R? حيث‎ z= ليكن عدد عقدي 15 + و‎ * 
.Re(z)=a العدد © يسمى الجزء الحقيقي نكتب‎ 


الكتابة z=a+ib‏ حيث (a;b)e R2‏ تسمى الكتابة الجبرية للعدد العقدي 2 
٭ نقول إن عددا عقدیا عدد تخيلي صرف إذا وفقط إذا کان جزئه الحقيقي منعدما و جزئه تخيلي غير منعدم 
o‏ نقول إن عددا عقديا عدد حقيقي إذا وفقط إذا كان جزئه التخيلي منعدما 
أمثلة 

حدد الجزء الحقيقي و الجزء التخيلي للعدد العقدي 2 في الحالات التالية 


أ/ -3i‏ 2لہ = /O z‏ 5-3 -<ج ج/ 2/31 = z‏ د/ 2-17 















































د/ العملیات 

لیکن عددین عقديين z =a+ib‏ و'15+ان = وحيث R”‏ < (5:ھ) و (a;b'jeR2‏ 

z+z'=(a+a')+(b+b'i الجمع‎ * 

z-z'=(aa'—bb')+(ab'+a'b)i الضرب‎ * 

(a+ib)(a-ib)= a” +b”  (a-ib} = (a -b )-2abi (طا+م)‎ =(a° 2ه-‎ ( + 2abi* 


1 1 a-bi a bi 


z a+bi aq تر‎ a+b? a +b? 
z _ a-—bi _ (a+bi)(a'_b'i) 


* مقلوب عدد عقدي غير منعدم 


حيت 0 ٭'2 


z' a'tb'i a” +7 فددين ففحرین‎ gie 
i ٭ خاصيات العدد العقدي‎ 
ne Z لیکن‎ 
keZ حيث‎ n=4k+1 إذا کان‎ i” =i keZ حيث‎ n=4k إذا کان‎ 7” =1 
۸ > 2 إذا كان 3+ 4۸ = ور حیث‎ ز٣‎ = 7 keZ إذاكان 2+ )4۸ = پور حیث‎ 7-1 








































































































2 
l‏ وت وت1 : 
sasa >1‏ الستکل ای لكل من الأعذاذ الغفدية — ; کے ; 0 - 7 
ML 3:‏ 2+80 
(2-3i)(2+3i) 4+9 13 3‏ 2-37 
3-2i _(3-2i)(2-i) _ 6-2-3-4 4_7‏ 
G= 5 5 5‏ 27 
; 2 
ا i)1-4 4i) = i‏ كاد - ` 
i 10 5 5 35 3‏ 3-1 
2- نحسب1+7(7) ونستتح 7290 +]) 
(I+ D? = 2‏ 
بركلاو _ 428+3 2115 _ مم 5 + 


3- نحل المعادلة 7+ - 2 +۔31 272 zeC‏ 


212 - 31+ 2 = جه 1 +ع‎ (1+2i)z = -2 4i 
سے‎ edi. -2(1-2i)(1-2i) _ يا‎ 
1+ 27 5 5 5 





(7) منسوب إلى معلم متعامد .(O; E REET‏ 
كل نقطة (5:ھ) M‏ من المستوی ( (P‏ هي صورة عدد عقدي وحيد .Z =a +ib‏ نكتب (2) M‏ 
Z =qa+ibs‏ یسمی لحق .M (a;b)‏ نكتب z=aff (M)‏ 
كل متجهة (7)4:5 من المستوى هي صورة عدد عقدي وحيد z =a+ib‏ 
العدد العقدي z =a+ ib‏ حيث (a;b)e R?‏ 


< 


نکتب (ع) 
یسمی لحق المتجهة (ط:٥)8‏ نكتب(7) z =dff‏ 












































*- لحق AB‏ 
لیکن 4 و 8 لحقيهما zj =a+ib‏ و zg =a'+ib'‏ على التوالي 


ومنه A(a;b)‏ و B(a';b')‏ و بالتالي AB(a'-a;b'-b)‏ أي 
aff (AB) = (a'-a)+i(b'-b) = (a'+ib')- (a +ib)=zg -z4‏ 
لحق AB‏ هو رص 2- Zg‏ حیث( , 4)2 9) B (zg‏ 


au و‎ u+v لحق‎ -* 


aff (ü +7) = aff (ü)+ aff (v) 0 متجهتين من المستوى و لكل عدد حقيقي‎ V و‎ 7 ¿SJ 
aff (ai) = aaff (ü) 
2, =2 ألحاقها_على التوالي‎ C و 8 و‎ 4 bšJl في المستوى العقدي أنشئ‎ 


و 1+41-= و2 و:3--<م2 والمتجهة 7 التي لحقها 1+37- 
*- استقامية النقط 


3/12 / 48 - 140 + مستقيمية‎ © (zc) 8 )2 النقط المختلفة (,2) 4 و( و‎ 
JA € / aff (4B) = aff (44C) < 


A(zc —z4) +‏ = رء- ود / ۶۰ء رك 














2 - ود 














321 / 4 - 7 جه‎ 
Zc - 4 

AB fA = ہے‎ 
Zc 4ر‎ 


ZZi 


تكون النقط المختلفة ), (z‏ 4 و( م 2) B‏ و C (zc)‏ مستقيمية إذا و فقط إذا کان ER‏ 








Zc 724 







































































لتکن ), I(z,)ə B(z,)ə A(z‏ نقط من المستوی العقدي 


7 منتصف [4:8] إذا و فقط إذا کان 1 4 = z‏ 
2 


تمرین 
raia 402‏ داه ہت 











الجواب 
ا lL‏ 
Cene‏ 

ررر چ 3 61-61-12 جف _ )2-()3-60(_ 2 لس 1 2 | 
ا 10 Can N EU‏ 

إذن 4 و8 و € مستقيمية 

3- المرافق و Leol‏ 

!/ تعريف 








لیکن عدد عقدي z=a+ib‏ حيث (a;b)E R?‏ 
* العدد العقدي 4-78- Z‏ يسمى مرافق العدد العقدي Z =a+ib‏ ونرمز لهب =a-—ib‏ 
* العدد الحقيقي 7 2 لہ يسمى معيار العدد العقدي =a+ib‏ 2 . نرمز له ب +b?‏ ”هل = VZ‏ |2| 





* النقطتان M (z)‏ و M'(Z)‏ متمائثلتان بالنسبة لمحو الافاصيل 
* إذا كان z=a+ib‏ فان +b‏ 2ی = 7 
ب/ خاصيات 
لیکن عددين عقديين z =a+ib‏ و'15لان = جحيث 2 ء (a';b')e 8 (a;b)‏ 














z+z'=(a+a')+(b+b')i = a+ a'-(b+b')i = a-ib + a'-ib'= z+ 'ج‎ 


= (aa'—-bb')+ (ab'+ a'b)i = حاون‎ bb'— ab'i - a'bi = a(a'-b'i)- bi (a'- b'i) = (a -bi)(a'— b'i) - اوج‎ 


Jle )- a ےة.ے‎ bi _ a 5 b ; 
2 a+bi a +b” a +b a +b” a” +b? 
1 


0 b 


2 ta 
2 = a +b” a? +b? 

























































































ze R<np z جح‎ * 















































* جح z eiR< Z‏ 
او ورت او z" = z) zz 2 zz! Z‏ 2 ےد جه 0 ےاج 000 
2 2 
خاصيات 
لتكن (ر4)2 وزوع) 8 نقطتين من المستوى العقدي منسوب إلى المعلم ( 0:6,:6). 
ارء - وع|- قد = |48| OA =|z4|‏ 
لتکن ٥ء (z;z')‏ و ا1ء به و2 7 
z| >0 <= z=0*‏ 
j=] = || *‏ 
s. = = *‏ و 
اع 2 
+|z'‏ 
في المستوى العقدي حدد مجموعة النقط MZ)‏ في كل حالة من الحالتين التاليتين 


1- 1 كلخ - 2| 0 lz-‏ 2 27+ع-|2ء)| 





أ/ العمدة لعدد عقدي 
المستوى (P)‏ منسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر 
) ©:0:6) 


لیکن z=a+ib‏ حيث 2 (a;b) e‏ عددا عقديا غير منعدم و 


b Mz) 











النقطة M‏ صورته , وليكن » قياسا للزاوية [4,0). 
العدد » يسمى عمدة للعدد العقدي Z‏ 
نکتد z [2z]‏ = 2 88 . 


























VaeR” م د جج‎ [2z] VaeR' arga=0 [2z] * 
vbeiR argb = . [2z] Yb 7۳ء‎ argb = - [27| 








ب/ الكتابة المتلنية لعدد عقدي 
*- لیکن 17+ 4= z‏ حيث R?‏ > ( 4:5) عددا عقدیا غير منعدم و ۲ عددا حقيقيا موجبا قطعا و 
عددا حقیقیا نضع a +b?‏ دمت |2| 


cosa=& ; sing=2 حيث‎ z =r (cosa +isina) ومنه‎ 
r r 


إذن [2z]‏ 0 = 2 38۲8 
الكتابة ( :52+15100هه )2-7 تسمى الشكل المثلثي للعدد العقدي 2 و نكتب [به,7|-2 





5 




























































































و ہہ ہے 
وا ہو [15:0] > 15 
٥ی‏ ہیدہ 3/ ا ۵ 


2 
ج/ خاصيات‎ 
و | ,]=2 عددين عقديين غير منعدمين‎ z=[r,a] لیکن‎ 
(cosa +isin e )(cosa + isin نه‎ '( = (cos به‎ cosa '- sin نه‎ sin نه‎ '( + i (sin نه‎ cos a '+ cosasina') 
(cosa +isina (cosa + isin نه‎ '( = cos(a + a')+ isin (a +a') 
zxz'=r(cosæ +isin ¢)xr'(cosa'+ isin ') = rr'(cos(a + ('يم‎ + isin (a + @')) = [rr';a +a] 
1 "Í 1 )- 1 = |= eos(-a)+isin(-e))=| اہ‎ 


z r cosa + 15110 r cos? z + sin aG r 
1 1 
سے‎ [ra] اس وڈ |= سر‎ 
2 =r(cosæ +isina)=r(cosæ-isina)=r(cos(-æ)+isin(-a))=[r,-a] 
z=r(—cosa isina)r(cos(a + 7) + isin (a + 7)) = [ra +z] 
V(z;n)e C xZ z" - | 7”:70: | نبين أن‎ 


لیکن z=|r;a]‏ عدد عقدي غير منعدم 


V(zn)eC xN z =|r";na | Yol لنبين‎ 


من أجل 0= ۸ 1=[;0]=[;0xa]s 25-1 WJ‏ اذن العبارة صحيحة من أجل n=0‏ 


z =|r";(n+1)a | ونبین أن‎ 2” = [r";na | لنفترض أن‎ 
n+l, 


z"! = zx z" =[r;a]x|r";na | =|rxr";a+na|=|r ;(n+1)a | 
V(zn)eC xN z =|r";na | إذن‎ 
-n ء‎ Ñ ومنه‎ neZ ليكن‎ 
2_l 1 lL, نت‎ 
ipi e 


V(znJeC xZ z = [r";na | إذن‎ 
خاصيات‎ 


لیکن z=[ra]‏ 9 | ,]=2 عددين عقديين غير منعدمين 


d=" *‏ هوم سے تّر نے اودع 


arg(zz')= arg z + arg z' [27| *‏ و[27] arg(+]= -arez‏ و ]27[ ينه ]=argz‏ عل 
z z‏ 
zz'=[r'a+a']‏ وا بط ا1 9 او ا بے 
r z |r‏ 
z =|r,-a] arg(—z)=z+argz [2z]ə arg(z)=-arg2z [27| *‏ 
V(z;n) e C" xZ arg(z" )=nargz [27|‏ 
V(z;n) eC xZ z" =| |‏ 


-z =|r,æ+7] و‎ 


























نعتبر العددين العقدين 6+1/2/.-ر و u=2—2i‏ 
1- احسب معيار وعمدة کل من U‏ و V‏ 


2- حدد الكتابة الجبرية والكتابة المثلثیة ل 7 ثم استنتج sin‏ ; گنو 
خاصية 
لیکن (م8)2 A(z4A)#‏ و(ع0)2 ٭(معاط 
*- توحد نقطة وحيدة M‏ حيث OM = AB‏ ومن M (zg -z4)‏ 
و بالتالي arg (Zp -z4)=(&;0M) [2a]‏ إذن arg (Zp -24)= (5:48) [2z]‏ 
[2z] -*‏ | تسح ]= (48:€D) = (e:CD)- (4: 4B) = are(zp -zc)-arg(zs‏ 
ZB - ZA‏ 


إذا كان B(zp)‏ ± ( ,)4 و(ع 0)2‏ (مج)2 فان [2z]‏ (قك:ة) -(رء - arg (zg‏ 


(BCD) = are 2| [z] و‎ 


ZB ZA 





إذا کان ) A(zA)# B(zp‏ و(ع0)2 Az‏ فان [2z]‏ زيمم 
B ZA‏ 


د/ تطبیقات 
* الاستقامية: لتكن ), B (z ,)ə 4 (z‏ و C (zc)‏ نقط مختلفة 


arg ===) =Z [2z] أو‎ arg (=) =0 [27] © 


B ZA ZB 724 


ZB Z4 








4 و8 و C‏ مستقيمية +> 8R‏ € 





Zc 724 


D(zp)# و(ع0)2‎ A(zA)# B(zp) التعامد: لتكن‎ * 


(4B) 1 (CD) “ “D e ;R° es کے‎ | ]22[ ou مق م‎ | [2z] 


28 - A 
L تمرین‎ 

في المستوى العقدي المنسوب لمعلم.م.م.م( e; e‏ :0) 

1).نعتبر النقط A(6+2i)‏ و(1+31-)8 cfZ-3)s‏ حدد قياس للزاوية الموجهة (BA;BC]‏ 


2. نعتبر النقط E(2+3i)‏ و F(1+2i)‏ و (1-)6 حدد قياس للزاوية الموجمة (FE; FG}‏ 








0 کت 2 [- 6ہ 

تمرین: نضع 1-1= به ; جہ C‏ 

1- حدد عمدة و معیار H|‏ و U2‏ 

2- حدد عمدة و معيار 4 واستنتج وہ sino‏ 
uo‏ 12 12 

24 
6-2( 642( 
3- بین ان ]= 1 4 + 1 


الحل 


1- نحدد عمدة و معيار 1 و U‏ 


تبقل ]۔ آ لاه شد u =i- B|‏ 


2 4 
































7 0+8۶۷ 
23 


2 6 


3- نحدد عمدة و leo‏ س sin Z cos‏ 
بی سو L‏ 


a [22 Isak: 
ul 1-i (2-21)(N6 +i2) 
وه‎ J6-id2 (N6-N2)(N6 +2) 

2 


_ 6+2 (6-2, 














4 4 
a| _ 6+2 N62, ` 
lT E سر‎ 

62 و 2+ 7_6 

l 4 اذن‎ 12 4 

وو می سس ۱ 6-42 r‏ 

—= sin— = —( ) 

12 4 12 4 


< v6 -V2 


3- نبين أن 1= | !ل + 
کا ١‏ 4 4 


Ë + 2 + 6-09 J 1086 اا‎ = 2# [=1 














4 4 12 12 
تمرین‎ 
: معيار وعمدة الاعداد العقدية‎ si>: OER ليكن‎ 
a=—cosO+isn@0 ; b=cos0-isn0 ;  c=-cos-—isinð 
a'=sin0+icos0 ;  b'=sinĝ-icosð ;  c'=-sinĝ-—icosð :أ‎  d=-sinĝ+icos0 
الجواب‎ 
OER ليكن‎ 


a=-—cos0+isin0=cos(z—0)+isin(z—0)=[1;z — 0] 
b=cos@0-—isin@0 = cos(—0)+isin(-0)=[|1; 0] 


c=-—cos@0-—isin0=cos(z +0)+isin(z + 0) = [1;7 + 0] 


a 5 0[- [Z+ 0 
2 2 
a'=sin 0 +icos0 = cos[ Z -0 |+ isin 2-0) - Ë 0 
2 07 
ا‎ 2 


!'=—sin@—icos@ =sin(z+@0)+icos(z + 0) = cos TA 9+ء)- ا(‎ 


= cos -Z-ø)+isin{-Z-0) مكب ا۔‎ 
2 2 2 












































نعتبر a=-4‏ 271 - ہے و 2-21 - z‏ 
1 - حدد الشكل المثلثيِ ل © و21 و22 
2د مسق أن 77د ata ta‏ 
في المستوى العقدي المنسوب إلى aleo‏ متعامد ممنظم نعتبر B(z.)s A(a)‏ و (0)22© 
3- 1.3( بین أن BAC‏ قائم الزاوية و متساوي الساقين في B‏ 
3 حدد المجموعة (F)‏ حيث [10/ - |1+1 +ع |/2)ة! = (7) 
3.3( تحقق أن 4 و B‏ و C‏ تنتمي إلى(۴) (F) BAC Sosis‏ 


الحل 
2 - نحدد الشکل المثلتي GJ‏ و2 و ر 


Zj, a=—-4=|4;z]‏ 2 = 2= 2 و 2-2 کر .تر سر وك رج 


a+ 22 +z =[4;z]+ 2| [z-z] =[4; مدر (کد) آ+ ]22[ +[ہ‎ |=-4-4- (2/2) =-4-4-64=-72 


3- 1.3( نبین أن BAC‏ قائم الزاوية و متساوي الساقین في B‏ 
لدينا (4-)4 و B(2i)‏ و C(2-2i)‏ 


2 ز تڑے 1 
ar‏ =| کے اہو = BA; BC)‏ 
نا === ef‏ ) ( 


i—2i—- 4 : 
=a [2 |= (= [2z] 
BA =|-4-2i|= 20 BC =|2-4i| /20 


sitesi‏ كانم الزادية و مسا الساقی فی2 
2.3( نحدد المجموعة (F)‏ 





M(z) e (F) <> جه‎ |2 + 1+1 - 0 
M(z)e(F)& OM =./10 /٥0+1( 
“و‎ ہ٤‎ ;v10) /Q(-1;-1) 
(F)=C[oO;Jl0) /Q(-1;-1) 
) و(‎ BAC و ننشئ‎ (F) تنتمي إلى‎ C(2-2i) s BGD تحقق أن (4-)4 و‎ ) 4 
-J QA =|-4+1+iļ=|-3+iļ= 0 
sla OB =|2i+1+i|=|1+3i|= v10 
=|2-2i+1+i|=|3-iļ= 0 
(F) إذن 4 و 8 و © تنتمي إلى‎ 








تمرین 
في المستوی العقدي نعتبر النقط : A(l+i)‏ و 8 بحيث : 08- 04 و (OA, (= = [2z]‏ 
1) اعط الشكل Sus Jl‏ رت 
2( اخست AT Gd‏ 
3 حدد القياس الرئبسي للزاوية الموجهة : (a, AB)‏ 
الجواب 
1 تعطى الكل ¿Ziya jll‏ 
|zg| = 08 = 0A4 = |1 + i| = 2‏ 


])2 و منه [27] = )+1( arg‏ 


4 





r m Ir 
= + ڪڪ‎ 
3 


T 
3 5 2 
3 4 TE 


ومن ہز کے اقل = Zg‏ 


12 


=(&;0B) =(&;0A) + (04:08) =arg(1+i)+‏ ( وع)عتة 


Ir Z T r MO FT 
جح ومن‎ = cos| —+— |= cos ۔۔‎ cos - sin —sin 
12 (z 3 4 3 4 


> TH . r . Z r r. 
sin — = sin| — + — | = sin — cos — + cos — sin 
12 Ë 3 4 3 4 


ركس ۰ ۰ 


Z 
4 4 
z _ 2 كاد‎ 

47 4 


r 
9 
r 
3 


إذن 
2 2 4 4 


TEREN - [8] جد‎ | 5 
2 2 2 2 


3( نحدد القياس الرئيسي للزاوية الموحھهة : (e, AB)‏ 


(a: 4B) = arg (zz saa Eni 1 کی‎ G 1+3 , افج‎ [2z] 
= 02+۸6١ ) 2+6 IF, 44 
m SRI x €) |e | in کے‎ [2z] 


mjn [| Ea EE 1, 


12 12 12 











إذن القياس الرئيسي (ERAB) J‏ هو TE‏ 


7 

سس saulae al‏ مسي آلی بكار غاد ساط مساشر 
وليكن ‏ المعرف على C‏ ب “ )2( / 

Mba a sa di‏ تا z‏ > 1= (2) ۶ا 





20 حيث‎ Z = 0056 +18110 ga -2 
D(z +i)s C(z)s 8)2( و‎ A(i) مثل النقط‎ -Í 
10 



































ب- تحقق أن 00104 معين و استنتج عمدة Z +i‏ بدلالة 0ثم عمدة (2)/ بدلالة 9 
ج- حدد f (z) Le‏ بدلالة 6 
انحل 





1- نحدد مجموعة النقط M‏ التي لحقها 2 بحيث 1- (2)/|. 
لیکن 7ء Z= ×+ 0 ga z‏ حیث ہت ;0( (x; y)‏ 
z+i=x+-iy+i=x+i(l-y)‏ 
ادكو قابس کو دس as‏ 
z‏ 





إذن مجموعة النقط M‏ التي لحقها 2 بحيث1 - |(7) | هي المستقم الذي معادلته پر 


2- نضع 81010+ ٤0‏ = 2 حيث 0 


أ-نمثل النقط A(i)‏ و D(z +i)s C(z)s B(z)‏ 
OD = 04+ 00‏ و (8)2 و(0)2 مثماتلان بالنسبة لمحور الافاصيل 





ب- نتحقق أن OCDA‏ معين و نستنتج عمدة 7+ Z‏ بدلالة © ثم عمدة f (z)‏ بدلالة 8 


5-1|- هدم : ۱ء الد( ; OC=||=1 : OA=ļi|=1‏ ومنه OCDA‏ معين 
(OD)‏ منصف COA]‏ | منه x [2z]‏ 04:06( 04:05( 
oD) => =— (arg (z —_arg(i ())=+[-- z [27|‏ 04:05( 


arg (Z +i) = arg (i 


i 
III 
2 
n 


arg (Z +i) “m (o4 :00( [2z] 
ka [2z] 


ei) م‎ 
2 4 


arg( f (z)) =arg(Z+i)-arg(z) [27| < sarg( f (z)) = لدينا اکن او‎ 
arg( f (z)) = 2,7 0= ر‎ [27] 
6 بدلالة‎ f (z) ج- نحدد معيار‎ 
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|2| =1 ومنه‎ z=cos0+isin0 U 











و بالتالي 2806 -2/- ( ڈ(2 مله - 1) +0 )ل =+ ج - کے = |(2) ۶ 
- الإزاحة و التحاكي و الاعداد العقدية 
|/ الازاحة 
نعتبر 1 إزاحة متجهتها 1 حيث aff )1( = a‏ لتكن M (z)‏ و M'(z')‏ 
((M)=M'e MM’ - 1 + aff (MM) = a Jf (uú )= z—z=a< z'=z+a‏ 
خاصية 


التحويل الذي يحول كل نقطة (2) M‏ من المستوى (P)‏ الى النقطة (» + 2)' M‏ من المستوى (P)‏ هو 
الازاحة التي متجهتها ü‏ حيث aff (ü)=a‏ 


تمرين 
1- نعتبر الازاحة t;‏ حيث (1:2) 1 


لتكن M (z)‏ و M'(z')‏ نقطتين من المستوى العقدي بحيث ' t; (M)= M‏ 
أ/ حدد z’‏ بدلالة z‏ 
ب/ في المستوى العقدي نربط كل (2) M‏ بنقطة M'(z')‏ حيث z'=z+1—i‏ 
بين ان M'‏ صورة M‏ بإزاحة و حدد متجهتها 
ب/ التحاكي 
نشاط 
لمكن Olo aM ea M (z)‏ نقط فن من المستوف (P)‏ منسوت إلى معلم متغامد مُمنظم 
مباشر ( و6: (O;‏ و K‏ عددا حقيقيا غير منعدم 
kuy‏ النقطة M (z)‏ من المستوى بالنقطة M'(z')‏ بالتحويل h‏ حيث z-@=k(z-0)‏ 
1/ حدد النقط الصامدة ب۸ 
2/ حدد علاقة متجهية بين النقطتين M'g M‏ ثم حدد طبيعة h‏ 
خاصية 
كن( ha; ©]0( s (z) a‏ من من الحستوف (P)‏ مسو إلى معلم متعامد معطم مباشر 
(:0:3:2) و k‏ عددا حقيقيا غير منعدم 
التحويل الذي يحول كل نقطة (2) M‏ من المستوى (P)‏ الى النقطة ('2)' M‏ من المستوى (P)‏ 
حيث (ه z'-@=k(z-‏ هو التحاكي الذي مرکزه Q(@)‏ و k auw‏ 
تمرين 
في المستوى العقدي نربط كل (2) M‏ بنقطة M'(z')‏ حيث 21-+2<='ء 
ارهد و لف الله © & ۵+2 ده 
تين ان "كنا و WF‏ سال kes p‏ صاصم Suad‏ 
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الأعداد العقدية - الجزء الثاني- 





1- المعادلات من الدرحة الثانية 


Va ce R” (a) =a ; (a) =a 
Ya ce R” (Nza) =P x-a= a ; 6 -a) =(-i) x-a= a | 


أ/ الحدر ا لعدد 
ليكن © عدد حقيقي غير منعدم 

اذا كان a‏ موجبا فان للعدد Q‏ جدرين مربعين هما و لہ و -Va‏ 

اذا كات 4 سال قات للعدة ۾ خدرين aus‏ هما مال و sha‏ 

لكل عدد حقيقي جدرين مربعي متقابلين 


٠‏ الجدر مربع صفر هو صفر 

أمثلة 
الجدران المربعان للعدد 3 هو 3لہ و -V3‏ 
الجدران المربعان sal‏ 1- هو i‏ و —i‏ 
الجدران المربعان للعدد 25- هو 5i‏ و 51- 
الجدران المربعان للعدد 3- هو 3ہ و 1/3- 


ب/ المعادلات من الدرجة الثانية 
¿SJ‏ © و b‏ و © اعدادا حقيقية بحيث © غير منعدم . 


zeC az? +bz+c=0 نحل‎ 




















2 
A =b? - 406 دس حيث‎ ea 


A 
a? ++ =0 لد |ه‎ ——=0 








az? +bz +c = 0 < ہے‎ vA إذا كان 0 < ۸ فان 0 = كلا ف‎ 
2a 2a 2a 2a 
DFA 2 DNA 
z= أو‎ z= ومنه‎ 
20 20 


اذا كان 0 > ۸ فان 0 < ۸ 


2 2 2 
0= ہے کر کر قفا +2 )< 0= تی 











a 4a? a 4a? 
2 b iN—A b N-A 
az +bz+c=0 | z+—- z+— +i =0 
2a 2a 2a 2a 
للد دمل‎ >» —b -1 ۷-۸ 
z = $J z = خلا‎ av 
2a 2a 


جح نے ا6 هك الل ضيه 
20 20 
لتكن a‏ و b‏ و c‏ أعدادا حقيقية بحيث Q‏ غير منعدم . 
العدد 40 - =b?‏ ۸ يسمى مميز المعادلة 0 = az? + bz +c‏ 
لیکن d‏ جدر مربع للعدد ۸ 
-b-d _-b+d‏ 


إذا کان 0 z‏ ۸ فان للمعادلة 0 az2+bz+ c=‏ تقبل حلين مختلفين هما s‏ =. 
0۷ 0۷ 


z =‏ حیث d‏ جدر مربع للعدد ۸ 














إذا كان 0 = ۸ فان للمعادلة 0 = + جم + az?‏ حل وحيد هو z=‏ 
a‏ 
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أمثلة 
حل في C‏ المعادلات التالية 


0= 2ل ++ ء(2/2 + 2)- ?22 2-0 +و222-32- 


222+22+3-0- 
الحل 


لیکن ك عشر المعاذلة 0= 2ل ++ ء(2/2 + 2)- 222 


a =(-(2+242)} -8( 2+2 | - 4+ 8/2+8-12-8/2-0 











1+2 2+22/2 1+2 
إذن 5 z=‏ ومنه S=‏ 
2 4 2 
لیکن ۸ مميز المعادلة 0= 2 +32- 222- 
A=9+16=25‏ 
4 2 4 2 
لیکن A‏ مميز المعادلة 0= 3+ 22 + 222- 
2 
=-8=(i242)‏ 4-12 - ۸ 
و 0ت > ل 1 2-27 
z= = i‏ کاو z= =— +i‏ 
2 2 4 2 4 
l.I 2‏ 
إذن S =<4—+i—;—-i—‏ 
2 2 2 
تمرین 
1- حل في C‏ المعادلتين 
 22-62+12- 0‏ 12-0 +20/32 +22 
2- أكتب العددين 3+70/3- ,2 و 3+37/- - ,2 في شكلهما المثلثي 


3- في المستوى (P)‏ منسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر ) ;ë,‏ 0:2 ).أنشئْ B(z,) 9 A(z)‏ و 
E(z, +z)‏ ثم حدد طبيعة الرباعي OAEB‏ معللا جوابك 
2/ صيغة موافر و تطبيقاتها 


(cosa + isin æ)” = )]1:2[(" =| 1";na |=[1;na]=cos(ne)+ isin (ne) 
أرخاصية‎ 
هذه الصيغة تسمى هذه ب صيغة موافر‎ eR م9‎ Z° (cosa + isin a)" =cosna + isin na 
sinn@9 cos و51270 بدلالة‎ cosn0 ب/ حساب‎ 
کو‎ 


(cos@+isin 0) zap 


و استنتج أن 0 cos30 = 4cos 0 —3cos‏ 0 “مزو4 - 6 صنو3 = 30 sin‏ 
الحواب 


(cos@+isin Ø)? = cos? 0 +3i [cos2 0 (60دمه) 0-3 هنو‎ (sin? 0[ — isin? 0 
= cos? 0-3(cos0)(sin? 0) +i [3 (cos? 0)sin 0 - sin? 0) 
(cos@ + sin 0)° = cos30 +sin30 لدينا‎ 
cos30 = cos? Ø — 3(cos0)[sin2 0) = cos? 0 —3cos@[1—cos2 0] = 4cos2 0 —3cos@ ais 


sin30 = 3[cos2 0)sin @—sin 0 = 3sin 0(1 sin 0)—sinË 6 = 3sin0 — 4sin? 0 9 
تمرین‎ 
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احست cosx‏ على شكل حدودية ب cosx‏ درجتها 5 


* لتكن A(zA)# B(zp)‏ و (ع0)2 #) D(zp‏ من المستوی )7( منسوب إلى معلم متعامد ممنظم 
مباشر( ر0:6,:2) 
3- الٹرمیز الاسية و تطسقاته مثلتية 





أ/ الكتابة e?‏ 
joy‏ بالرمز e?‏ حيث OER‏ لكل عدد عقدي معياره 1 و عمدته 0 أي 
09 ٥ء‏ - [1:6] - ني 








m= :‏ 
e _ 2 2 e7 --1 e =1 e? =i‏ 183 = 3 
f‏ 3 0 
لكل عددین عقديين 0 و '0 عو = ع پر e?‏ 
ج/ الكتابة الاسية لعدد عقدي غير منعدم 
لكل عدد عقدي غير منعدم Z‏ معياره 7 و عمدته: û‏ “مر z=|[r,a]=‏ 


الحساب باستعمال الترميز الاسي 
لیکن Z‏ و Z'‏ عددين عقديين بحيث z = re‏ 9 
i(0+0')‏ سے ےط Te‏ 


r Z r 


z=‏ حيث 0 r>‏ و0 <ام 


n inĝ 


Z ' ۲ 
Z=r e —= zxz'=rr'e 
z! 


باستعمال الترمو الاسین kaysi‏ وحمدة کل من الاعذاة العقدية العالية: 


4 (21)1-7 
1-3( = = 
) ' | 9 و 0 


۱ Z 7 
2i = 232 1i 2 | لدينا | لاد 4 مل‎ * 





2 


7 = 
t 3433 r 3 
6e 3 


4 
z‏ _ كر z‏ 
* لدينا 3 بد لابج اد قا ومنه 3 166- ١‏ >|" 


د/ صيغنا اولير و تطبيقاته 
لكل عدد عقدي 6 


T -iZ |‏ 
š‏ 2 لت 2 _ “امقس هد وسفن _ 
3 


e? = ومح‎ 6 —isin 0 e? - cos0 +isin 0 
2 وون‎ a =e? + ei 2isin يو‎ =e قم‎ aiw 9 
6 لكل عدد عقدي‎ 
0ے _ 0ے 0+ 0ے‎ 
cos g =—— sina = - 
2 21 


و نسمي الصيغتين بصيغتي أولير 
تطبيق: اخطاط حدودية aili‏ 
اخطاط حدودية مثلثية هو تحويل الجداءات التي على شكل 0 cos”‏ أو sin”0‏ أو 0 “صنو ×0 cos”‏ 
الى مجموع حدود من شكل ©5120 + 40 acos‏ 
Jlo‏ نخطط 0 cos‏ 
[ 40 + 0ى . 9م 20نم . 29ای ر ۹ع . te J l (e 44e?‏ 


cos! 0 = 5 = 
2 16 
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i140 i40 i20 | -i20 
1) ; 7 1 e e 1 e“ +e 3 
cost 0= (e +e :49 + 4e +e 24 (+6(= × +—x + 


bassana oS‏ 02 ان 
8 2 8 
تمرین أخطط 0 sinf 0 xcos?‏ 
۔الدوران و الاعداد العقدية 
لتكن M(z)‏ و M'(z')‏ و Q(@)‏ نقط من من المستوى (P)‏ منسوب إلى oleo‏ متعامد ممنظم 
مباشر( ر0:6,:2) و © عددا حقيقيا [a] = (cosa +isina)‏ 
نربط النقطة M (z)‏ من المستوى بالنقطة M'(z')‏ بالتحویل ‏ حيث (0 - 1:0[)2] -م -اج 
نحدد علاقة متجهية بین النقطتين M'g M‏ ثم نحدد طبيعة r‏ 
نلاحظ أن r(Q)=Q‏ 
لتكن M1 )2( - Q(@)‏ و M '(z')‏ 











' كلك كت 
ہے اھ تالى زوب كحك ه (و-۔)[ہ بز]دو -ء ۸۱( - (۷()ء 
سد Eede e p” (a)-e‏ 
ح- ' OM‏ 
]27[ سب 


إذن r‏ الدوران الذي مركزه Q‏ و زاويته ب0 
خاصية 
لتکن hš 0(0) 9 M '(z') 9 M (z)‏ من من المستوى (P)‏ منسوب إلى معلم متعامد ممنظم 
مباشر( و0:2/:6) و عددا حقیقیا غیر منعدم 
التحویل الذي يحول كل نقطة (2) M‏ من المستوی (P)‏ الى النقطة ('2)' M‏ من المستوى (P)‏ 
حيث (0 - 1:0[)2]- م -'2 هو الدوران الذي مركزه Q‏ زاويته æ‏ 
[a] = (cosa +isina)‏ 
الدوران باستعمال الكتابة الاسية 
لتكن M (z)‏ و M '(z')‏ و hà; O(@)‏ من من المستوى (P)‏ منسوب إلى oleo‏ متعامد ممنظم 
مباشر( و0:2/:6) و © عددا حقيقيا غير منعدم 
التحويل الذي يحول كل نقطة (2) M‏ من المستوى (P)‏ الى النقطة ('2)' M‏ من المستوى (P)‏ 
حيث (۵ - e! (z‏ = م -'2 هو الدوران الذي مركزه Q‏ و زاويته به 
في المستوى العقدي المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم ) 0:2:2) نعتبر النقطتین 4 و B‏ اللتين لحقيهما 
على التوالي هما : إ2 لزه 2 ک2 


1( حدد لحق النقطة B,‏ صورة النقطة '8 بالتحاكي الذي مركزه A‏ و نسبته 2/ہ. 
2( حدد لحق النقطة '8 صورة النقطة ,8 بالدوران الذي مركزه 4 و زاويته a‏ 
3( مثل النقط A‏ و 8و '2. 


za‏ التخویل Z‏ الذي یجول کل نقطة M‏ لحقها 2 بالتقطة ' M‏ ذات الخق' Z‏ بحيت: اه( جل لاب 


1( حدد لحق النقطة Q‏ الصامدة بالتحويل /ر. 
2 حدد طبيعة التحويل f‏ و عناصره المميزة 
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